LOGIQUE ET ENSEMBLES

« non(P) » est vraie quand P est fausse.

« P et Q » est vraie quand P et Q sont vraies en méme temps.

« P ou Q » est vraie quand P est vraie, ou bien Q, ou bien les deux.
«AP B» © non(A)ouB © non(B)P non(A)

«AU B»° Ap BetBb A° (BetA)ou[non(A) et non(B)]

non(P et Q) = non(P) ou non(Q)
non(P ou Q)= non(P) et non(Q)
Pet(QouR)=(PetQ)ou(PetR)
Pou(QetR)=(PouQ)et(PouR)

"x1 E,R(X) © R(X) est vraie pour tout x de 'ensemble E.

$x1 E,R(x) © on peut trouver au moins un x dans E vérifiant R(x).
non(" xI E,R(x)) ° $xI E,non(R(x))
non($xI E/R(x)) © " xI Enon(R(x))

Attention : " x,$y,R(x,y) et $x," y,R(x, y) ne sont pas équivalents !!!

Raisonnement direct pour démontrer (Pet (PP Q)P Q
« Soit P », « Supposons P », « Pour x=non a» ... « donc Q »

Raisonnement cas par cas pour démontrer (Pou Q) P R
« 1% cas : supposons P ... 2° cas : supposons Q ... donc R »

Raisonnement par contraposée pour démontrer (PP Q)
On doit démontrer (non(Q) P non(P))U (P b Q).

Raisonnement par I'absurde pour démontrer (P b Q)
On suppose P et non(Q) puis on cherche une contradiction.
C'est-a-dire non(P et non(Q)) U non(P)ouQ U (PP Q).
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Raisonnement par récurrence : soient a et n deux entiers
naturels, P, une proposition qui dépend de n. Alorson a :

(Pet("n2a PP PR,) P "n*aP

«El F » signifie " x1 E,x1 F.
« E=F » signifie EI Fet FI E.

Ensembles fondamentaux: N1 Z1 Q1 RI C

Une relation binaire A sur E est une partie de E>.
On note xAy si (x,y)T G.Une relation binaire A
sur E est une relation d’ordre si elle est :

o réflective " xI E, xAx
o antisymétrique " X"yl E,(xAyetyAx)p x=y
o transitive "x"'y"zl E,(xAy etyAz) b xAz

Une relation d’ordre est totale si " x, yT E, xAy ou yAx.

On retrouve les notions de majorant, minorant, bornes
supérieure et inférieure dans les relations d’ordre.

FONCTIONS ET APPLICATIONS

On appelle fonction de E dans F toute correspondance entre E et F
telle que tout élément x de E soit en correspondance avec au plus un
élément y de F. On appelle E I'ensemble de départ et F I'ensemble
d’arrivée. On dit que y est I'image de x, x est un antécédent de y.

f:E®F

xi> f (x) G={(x,y)l E" F|y=f(x)} définitle graphe def.

f: E® F estune applicationsi D, ={xT E | $yl F,y=f(x)}=E.
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f estinjective : tout élément de F a au plus un antécédent : z=x- iy estle conjugué de z

"x,x8 E, f(x)=f(x) p x=x¢
z+2¢=z+2¢ 72¢=z ¢ 2Re(z) =z+2
z=z0 zI R z=-200 zI iR  2ilm(2)=2- 2
Le module de z est positif et se note |7 =/x* +y°

f est surjective : tout élément de F a au moins un antécédent
"yi F, &I E, y=f(x)

f est bijective : elle est a la fois injective et surjective
"y F, $!x, y=f(x) |z|2:zi |z+ 2¢£ |7+ |z¢

|22¢=(7|¢ |2]- [2§£2- 2¢

|z+ z¢2 =|z|2 + 2Re(z¢7)|z<}52

La composée de deux injections |surjections|bijections
est une injection|surjection|bijection.

go f estinjective b festinjective

go f estsurjective b g est surjective , 7 _
e® =cosq +isng el :H U z=|4¢"
Si f: E® F est bijective, on peut définir f ':F ® E quia
yl F associe f*(y)T E son unique antécédent par f . ag(zz)° agz+agz' [2p] ag(z/29° agz- gz’ [2p]
| | . e -9 0 agz+p 2] ag(7)° nargz [2p]
f:E® F et g: F® G sontbijectives P (gof) =ftog Re(2)=| cosq im@ =|d sing
festinjective O "yl F, f*({y}) a un seul élément. 2 cosq =€t +et 2 sing =eft - e
f est surjective U f(E)=F 3
a az
G barycentre de {(A ; &)} 7, =12
1=1..n o
COMPLEXES asa
A - — aac 2,0
zZi C U $Ixyl R? z=x+iy Re(z)=x Im(z)=y (AB’AC)‘ eZ [2p]
z+26=(x+x§+i(y+y4 si 0t Oona: : M(2) ® M z+a) est la translation de vecteur v(a).
zz8=(xx¢ yyd) +i (xy®+ x§) Z _XGrye XY xS M(2)® M (I(zéq) est la rotation de centre I'origine et d'angle q .

2¢ x¢+yE  xE+yE
|z- z,|=r définit le cercle de centre A(z,) etde rayon r.
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-q+2q¢ 5eiQ-Tt1¢ iq‘tht') iq—2¢ ag-q¢(‘_j ARITHMETIQUE

el +e" = e e 2 +e?:=e? 20c0s >
e @ & 2 5
Division euclidienne : soita,b I Z avec b 10, il existe un unigue
o a+a® goa-at 4t g a+qe 281 - 9% couple (q,r) d’entiers relatifs tel que a =bqg + ravec 0 £ r < |b|.
e" éq¢—e29e2-e2+:e22|sin8 e X i X
e 2 Z bla U a=bgqU r=0 rt 0U bg<ac<b(g+l)
x=|qe*1 0 O£kEn-1 albetb|aU a=%b
albetb|cb a]lc
9,29 albetalcb a| bb+ gc
Z"=x U z=gl|xe" " .
N . iclaetc|b
c=pgcd(a,b)=alb U czZ=aZ+bZ O i
o . . jdlaetd|bb d|c
Linéarisation cos"q sin"q ® cosxq sinyg
L .~ jalcetb|c
c=ppcm(ab)=alb U cz=aZChzZ U |
On utilise les formules d’Euler puis on développe et regroupe jaldetbldp c|d
les puissances exponentielles opposées. On réutilise enfin les . .
formules d’Euler pour retrouver une somme de termes en - a=bg+ravecO £r<|p| P aUb=bUr

cosxg et sinyg.

i Lo N i Coo.m Algorithme d’Euclide : on fait des divisions euclidiennes
&l +e "0 a&-e"0 - i
cos'q = - sin"q = — successives et le pgcd de a et b et le dernier reste non nul.

€ 2 5 € 2 5 La suite (1) est strictement décroissante.

Factorisation cosxq sinyg ® cos’q sin™q : albb aUb=|p| kaUkb=k (a Ub)

On se sert d’abord de la formule de Moivre puis on developpe bjab aUb=b| kaUkb=k(a Ub)

I'expression obtenue selon la formule du bindme de Newton. aUb=atkbUb (@aUb)(@Ub) = |ab]

Il ne reste plus qu’'aidentifier les parties réelles et imaginaires, R B R

qui correspondent exactement aux cosinus et sinus de n. aUb=cU acUblc=1

€™ =cosnq +isinrg = (cosq+ising)" Bezout :Bgfig Zld:tt)a\\l/ii

cosng =Re(e™)  sinng =Im (&™)

Gauss albcetaUb=1pP ajc
aUc=1etbUc=db abUc=d
aUc=1etbUc=1pb abUc=1
alcetb|cetaUb=1P ab|c
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Apres avoir décomposer a et b en facteurs premiers :

0 Le pgcd est le produit des facteurs premiers communs,
chacun étant affecté du plus petit des deux exposants.

o Le ppcm est le produit des tous les facteurs premiers,
chacun étant affecté du plus grand des deux exposants.

p est premier U p3 2 et ses seuls diviseurs sont 1 et lui méme.

Il existe une infinité de nombre premiers.
Tout entier n3 2 a au moins un facteur premier p.

Si nest premier il est évidentquep = n, sinonp £ Jn.
Tout nombre autre que 0 et 1 se décompose de maniére
unique en produits de nombres premiers.

p est premieretp|abb p|laoup|b

a°b[nU n|@b)U a=b+kn
a°r[n]et0O £r<n U restlerestedea/n
a®blnetb°clnbkP a°cln]
a®bfnjeta®°b[n]b a+a ° b+b[n]
a®bneta® b [n] b aa ° bb'[n]
a°®b[n]pP ac® bc[n]

a° bnletpl Nb aP° bP[n]

aUn=10 ilexiste unentierutelqueau® 1[n] (al N")
Pour trouver u, chercher une relation de Bézout entre a et n.

Petit théoreme de Fermat
Si p est un nombre premier et x un entier alors ¥ ° x [p].
Si en plus p ne divise pas x alors on a X! © 1 [n].

Théoréme chinois des restes

jx°a [n] O yo 2kv+bnu

L op K] S avec nu+kv=nUk
¥ X n
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Méthode de résolution Ox © 21[15]0 9x - 15y =21

Cette équation admet des solutions dans Z si et seuement si
(9 U-15) = (9 U 15) divise 21. On utilise I'algorithme d’Euclide :

15=9*1+6
9=6*1+3 ‘
6=32+0 p 9U15=3

On remarque que 21 = 3*7 puis on remonte I'algorithme :

3=9-6
3=9- (15 - 9) en multipliant par 7
3=9*2 + 15*%(-1) p (14 ; -7) est solution particuliére

Ox - 15y =21 = 9(14) - 15(-7) b 9(x-14) = 15 (y-7)

En divisant par le pgcd on trouve 3(x-14) = 5(y-7)

Le théoreme de Gauss nous donne 3 | (y-7) doncy =3k + 7
On remplace dans I'équation bleue et on trouve que
Ix—14*9=(15*3)k P 9x =45k +14*9 b x=5k+ 14.
Réciproquement on verifie que 9(5k + 14) — 15(3k+7) = 21

U 45k + 14*9-45k-7*15=21 U 2*3-1*5=1 U VRAI
On peut enfin conclure : S={(5k+14:3k+7) / kl Z}
{Xo+ kp/ki Z}est laclasse d’équivalence xo de modulo p,
c'est-a-dire I'ensemble des entiers xq Vérifiant xo © 0 [p].

Z/pZ = {x+kp I %1 {0..p-3, ki Z}
est 'ensemble des classes d’équivalence de modulo p

Z/ pZ muni de I'addition et de la multiplication est un anneau.

Les classes d’équivalence peuvent s'ajouter et se multiplier.
Attention : en général, ab =0 n’entraine pasa =0 oub =0.
Par exemple dans Z/10Z :  3+5=8; 3*5=15=5 ; 2*5=10=0.
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Si p est premier alors Z/ pZ estintegre et c’est méme un corps.
ab=0pP a=0o0ub=0 etchaque élément non nul est inversible.

En pratique, on se servira souvent d'un tableau de congruence.

POLYNOMES

K[X] est 'ensemble des polynémes a coefficients dans K.

PT K[X] s’écrit de maniére unique a,X" + ... + a1 X + ag avec an! 0.
anl K est le coefficient dominant, si a, = 1 on dit que P est unitaire.
nl N estle degré de P. Par convention le degré du polyndme nul

est -¥. On dit que P est constant ou de degré 0 lorsque PT K.

deg PQ=degP +deg Q
deg P+Q £ max(deg P, deg Q) (égalité sideg P* deg Q)

A|BU B=AQP degA£degB
A|BetB|AP $ITK,B=I A

A|BetB|CP A|C
A|BetA|CP A|(B+C)
Pourtoutnl N,onaX—-1|X"-1 X*— 1 = (X=1)(X3+X2+X+1)
A=BQ +RavecdegR <degB R=0P B|A

AUB est le polyndme unitaire de plus haut degré divisant A et B.

Si P est unitaire, PAUPB = P(AUB) C|AetC|Bb C|AUB
AetB premiersentreeux U AUB=1 AUB=PbP (A/P)UB/IP)=1

(I A)UB = AUB
AUB = BUR = 1/a Ry

PUO = 1/aP (a coefficient dominant de P)
(RN le dernier reste non nul de l'algorithme)
(d’Euclide et a coefficient dominant de Ry)

Bézout AUB=Pb AU+BV=P
AUB=1Pb AU+ BV =1 et si A et B sont non constants,
degU<degBetdegV<degA
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Gauss A|BCetAUB=1pb A|C

aestracinede P U P@)=0U (X-a) | P U P(a) est le reste de la
division euclidienne de P par (X-a), on a P(X) = (X-a) Q(X) + P(a).

Soit P un polyndme unitaire de degré 2. Soient a et b ses deux
racines complexes, onaP = (X —a)(X — b) = X2—-(a + b)X + (ab)

Un polyndme de degré n a au plus n racines dans K. Le plus
grand entier positif r tel que K-a)" divise P s’appelle l'ordre de
multiplicité de a (on parleraalors de racine simple ou mutliple).

a est racine multipleU (X —a)2|PU P(a) =P’(a) =0

Théoreme d’Alembert-Gauss : tout polyndme non constant de
C[X] a au moins une racine dans C.

Les racines communes a P et Q dans C sont les racines
complexes de PUQ. Corrolaire 1 : un polyndme P de degré 3 2 a
une racine multiple dans C si et seulement si PUP’ n'est pas
constant. Corrolaire 2: les racines multiples dun polynéme P de
degré 3 2dans C sont les racines complexes de PUP’.

Un polyndme irréductible est un polyndbme non constant dont les
seuls diviseurs sont les polynémes de la forme a ou aP avec al K.

Les polynémes irréductibles de C[X] sont les polyndmes de degré 1.
Les polynémes irréductibles de R [X] sont les polynémes de degré 1
ainsi que les polyndmes de degré 2 dont le discriminant est négatif.

Si P estirréductible alors on a P|ABbP P|AouP|B et

"QI K[X],P|QouPUQ=1

Tout polynbme non constant et unitaire se décompose de maniere
unique en produit de polynédmes irréductibles et unitaires.

P=zaX"+..+ap=anP1.Ps...P, avecrl N
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